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1. Η Οικονοµία

• Αγαθά, ν = 1, ..., Ν
• Συµµετέχοντες

Καταναλωτές, κ = 1, ..., Κ
• Αγοράζουν τα αγαθά καταβάλλοντας τίµηµα
• Προσφέρουν την εργασία τους για την οποία αµείβονται
• Τα αγαθά που αγοράζουν τα καταναλώνουν
Παραγωγοί ή επιχειρήσεις, µ = 1, ..., Μ

• Προσφέρουν τα αγαθά έναντι τιµήµατος
• Αγοράζουν εργασία και αγαθά από άλλους παραγωγούς
• Τα αγαθά που αγοράζουν τα µεταποιούν σε αυτά που
πωλούν

• Κάθε συµµετέχων αποφασίζει αυτόνοµα
µεγιστοποιώντας ατοµικά το δικό του στόχο
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2. Μέτρηση των Αγαθών

• Όγκος (volume) αγαθού:      σε φυσικές µονάδες
επιτρέπεται, αλλά δεν επιτρέπεται

• Αξία απόκτησης αγαθού:       σε νοµισµατικές
µονάδες, 

• Τιµή αγαθού:       αξία ανά µονάδα όγκου (σε
νοµισµατικές µονάδες ανά φυσική µονάδα)

• Καλάθι αγαθών:                          νι-άδα όγκων από
διαφορετικά αγαθά

• ∆απάνη απόκτησης καλαθιού: ∑
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3. Ο χώρος των αγαθών
• Χώρος αγαθών είναι το σύνολο των

νιάδων όγκων (καλαθιών) για το
αγαθό (όπως τα σηµεία Α και Β στο
σχήµα).

• Η δαπάνη είναι απεικόνιση του χώρου
των αγαθών σε µία διάσταση (αυτή
των πραγµατικών αριθµών).

• Ισο-δάπανη ευθεία είναι ο γεωµετρικός
τόπος των καλαθιών αγαθών η αγορά
των οποίων επιφέρει ίση δαπάνη
(ευθείες δδ, εε στο σχήµα).

Η κλίση ισο-δάπανης ευθείας είναι
αρνητική, µε κλίση το λόγο των τιµών
των αγαθών. Η δαπάνη αυξάνεται όταν
η ισο-δάπανη ευθεία µετακινείται
παράλληλα προς τα πάνω και δεξιά.
Αν p2 ίση µε ένα, η δδ τέµνει τον
κάθετο άξονα στο σηµείο Ξ ίσο µε τη
δαπάνη που αντιστοιχεί στην ισο-
δάπανη ευθεία δδ
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4. Συµπεριφορές και Ισορροπία

•• ΣυµπεριφοράΣυµπεριφορά: µε βάση την ατοµική του απόφαση κάθε συµµετέχων
προσδιορίζει τους όγκους των αγαθών που αγοράζει ή πωλεί.

•• ΖήτησηΖήτηση:: η συµπεριφορά ως προς την αγορά.
•• ΠροσφοράΠροσφορά:: η συµπεριφορά ως προς την πώληση.
•• ΙσορροπίαΙσορροπία:: όταν κατά την αγορά και πώληση αγαθού, ο όγκος που
αγοράζεται ισούται µε τον όγκο που πωλείται και η δαπάνη αγοράς
ισούται µε την είσπραξη από την πώληση.

Ένα αγαθό ζητείται από τους καταναλωτές ή/και τους παραγωγούς, και
προσφέρεται από άλλους παραγωγούς. 
Η εργασία προσφέρεται από τους καταναλωτές και ζητείται από τους
παραγωγούς
Η οικονοµία είναι σε ισορροπία όταν, παρά τον ατοµικό χαρακτήρα των
συµπεριφορών των συµµετεχόντων, οι αγορές-πωλήσεις για όλα τα αγαθά
και την εργασία είναι όλες σε ισορροπία.



Β. ΠΡΟΤΙΜΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΠΟΦΑΣΕΙΣ

1. Σύστηµα Προτιµήσεων
2. Αξιώµατα για τις Προτιµήσεις
3. Η Χρησιµότητα
4. Η Συνάρτηση Χρησιµότητας
5. Η έννοια της Υποκατάστασης
6. Η Καµπύλη Αδιαφορίας
7. Ο Βαθµός Υποκατάστασης των Αγαθών
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1. Σύστηµα Προτιµήσεων

• Ο αποφασίζων (π.χ. καταναλωτής) γνωρίζει αν προτιµά ένα καλάθι Α
από ένα άλλο καλάθι Β, τα οποία περιλαµβάνουν ποσότητες από Ν
αγαθά. Ξέρει να δηλώσει αν προτιµά το Α από το Β, ή το Β από το Α, 
ή είναι αδιάφορος µεταξύ των Α και Β.

• Αν για κάθε αγαθό λαµβάνοντάς το χωριστά, ο αποφασίζων προτιµά
µεγαλύτερη παρά µικρότερη ποσότητα και αν οι ποσότητες του Β είναι
ίσες ή µεγαλύτερες των ποσοτήτων του Α για κάθε αγαθό, τότε
σίγουρα προτιµά το καλάθι Β από το καλάθι Α.

• Αν το Α ταυτίζεται µε το Β τότε είναι αδιάφορος µεταξύ Α και Β.
• Η πραγµατικότητα είναι πιο πολύπλοκη από τα αξιώµατα που θα
δεχθούµε για το υποκειµενικό σύστηµα προτιµήσεων:

Για ένα συγκεκριµένο αγαθό, πάντα προτιµά µεγαλύτερη παρά
µικρότερη ποσότητα;
Όταν έχει να διαλέξει µεταξύ Α και Β πάντα ξέρει τι να κάνει;
Αν προτιµά το Α από το Β και επίσης προτιµά το Β από το Γ, τότε
προκύπτει ότι προτιµά το Α από το καλάθι Γ; 
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2. Αξιώµατα για τις Προτιµήσεις
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3. Η Χρησιµότητα

• Χρησιµότητα ή ωφέλεια είναι το κριτήριο µε το οποίο ο αποφασίζων
κρίνει ότι προτιµά το καλάθι Α από το καλάθι Β

• Η Χρησιµότητα είναι εποµένως µία απεικόνιση από το χώρο των
αγαθών (τις νι-άδες) σε µία διάσταση στην οποία ορίζεται µία σχέση
διάταξης κατά την οποία ο αποφασίζων τεκµαίρει ποιο καλάθι προτιµά
συγκρίνοντας ως προς τη διάταξη αυτή την τιµή που λαµβάνει η
χρησιµότητα για κάθε καλάθι.
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4. Η συνάρτηση Χρησιµότητας

• Αξιώµατα (που δεν είναι απαραίτητα παρά µόνο για τους οικονοµικούς
υπολογισµούς, όχι για τη θεωρία)

Το σύνολο των δυνατών καλαθιών Χ είναι κυρτό και απεριόριστο ως προς
τις θετικές ποσότητες των αγαθών
Η συνάρτηση χρησιµότητας είναι συνεχής και µονότονα αύξουσα
Η συνάρτηση χρησιµότητας είναι δυο φορές διαφορίσιµη
Η συνάρτηση χρησιµότητας δεν είναι κυρτή
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5. Η υποκατάσταση µεταξύ αγαθών
• Αν Α και Β δύο καλάθια αγαθών

και το Β περιλαµβάνει ποσότητες
µεγαλύτερες ή ίσες από αυτές
του Α, το Β είναι πιο χρήσιµο
από το Α.

• Αν όµως σε άλλα αγαθά οι
ποσότητες του Β είναι
µεγαλύτερες από αυτές του Α
και σε άλλα οι ποσότητες του Β
είναι µεγαλύτερες από του Α, ο
αποφασίζων µπορεί πάλι να
προτιµά ένα από τα δύο
καλάθια, αλλά µπορεί και να
είναι αδιάφορος µεταξύ τους.

• Σε αυτήν την περίπτωση, η
χρησιµότητα είναι ίδια για τα
δύο καλάθια: οι παραπάνω
ποσότητες του Α αντισταθµίζουν
(υποκαθιστούν) τις παραπάνω
ποσότητες του Β.
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6. Η καµπύλη αδιαφορίας

Η καµπύλη αδιαφορίας είναι ο γεωµετρικός τόπος των
καλαθιών αγαθών για τα οποία η συνάρτηση χρησιµότητας
λαµβάνει την ίδια τιµή

Αγαθό 2

Αγαθό 1

Α
Γ

Β
z2

x2

y2

z1x1 y1

U(x)=u1

U(x)=u2>u1

U(Α)=U(Β)
U(Γ)>U(Α ή Β)
(y1-x1) υποκαθιστά (x2-y2)
(z1-x1) υπερκαλύπτει (x2-z2)
(z1-y1) υπερκαλύπτει (z2-y2)
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6. Η καµπύλη αδιαφορίας (συνέχεια)
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7. Βαθµός Υποκατάστασης Αγαθών
• Επί της καµπύλης

αδιαφορίας, η αλλαγή του
καλαθιού Α µε το Β δεν
επιφέρει αλλαγή της
Χρησιµότητας: 
υποκατάσταση ∆x2 µε ∆x1

• Οριακά, τα σηµεία Α και Β
πλησιάζουν µεταξύ τους
ορίζοντας το σηµείο Γ
όπου µέτρο της
υποκατάστασης είναι η
κλίση της εφαπτοµένης
(κόκκινη ευθεία) της
καµπύλης αδιαφορίας στο
σηµείο Γ

• εφ(φ) = -∆x2/∆x1 είναι ο
βαθµός υποκατάστασης
των δύο αγαθών στο
σηµείο Γ

• τοπική ιδιότητα της
καµπύλης αδιαφορίας
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1. Το τυπικό πρόβληµα
• Αντικείµενο της Οικονοµικής
Βελτιστοποίησης

Προσδιορισµός των Ποσοτήτων
Αγαθών (οι άγνωστοι)

• Αντικειµενικός στόχος της
Βελτιστοποίησης

Μεγιστοποίηση του οφέλους
(χρησιµότητας) από τις ποσότητες
των αγαθών
Ο στόχος απεικονίζει µονότονα τους
αγνώστους σε µία µόνο διάσταση
στην οποία ορίζεται διάταξη

• Περιορισµός Πόρων
Η δαπάνη ή το κόστος ή ισοδύναµος
µετασχηµατισµός των ποσοτήτων
των αγαθών είναι περιορισµένη προς
τα άνω
Για παράδειγµα, ένας γραµµικός
συνδυασµός των ποσοτήτων των
αγαθών πρέπει να έχει τιµή
µικρότερη ή ίση ενός δεδοµένου άνω
ορίου
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2. Ύπαρξη Λύσης

• Αν η αντικειµενική συνάρτηση
είναι συνεχής, µονότονα
αύξουσα, χωρίς άνω περιορισµό
στις άγνωστες ποσότητες και
κοίλη

• Αν ο περιορισµός είναι κυρτός, 
περιορισµένος προς τα άνω ως
προς τις άγνωστες ποσότητες
και ο χώρος του έχει κοινό
σηµείο µε τον χώρο των
ποσοτήτων

• Τότε υπάρχει λύση, δηλαδή
ευρίσκονται συγκεκριµένες
ποσότητες (οι βέλτιστες) που
µεγιστοποιούν το στόχο και δεν
παραβιάζουν τον περιορισµό

Αγαθό 2

Αγαθό 1

x2

x1

Περιορισµός

Χώρος Χ

Καµπύλες αδιαφορίας
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3. Κατάστρωση Οικονοµικής Μεγιστοποίησης

Να υπολογισθούν οι άγνωστοι ( ) n
n Xxxx ℜ⊆∈= ,...,1  επιλύνοντας 

Πρόβληµα (1) 
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όπου ipi ∀,  είναι οι δεδοµένες τιµές των αγαθών και R  ο δεδοµένος 
προϋπολογισµός για τη δαπάνη (εισόδηµα) 
Έστω ότι η βέλτιστη λύση είναι ( )**

1
* ,..., nxxx = , τότε ( )** xUu =  είναι η µεγίστη 

δυνατή χρησιµότητα. 
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4. Συναρτήσεις από το (1)
Η επίλυση του προβλήµατος (1) για διάφορες αριθµητικές τιµές των γνωστών 
παραµέτρων ipi ∀,  και R , ορίζει τις εξής συναρτήσεις: 

• Συνάρτηση Ζήτησης Αγαθού: ο γεωµετρικός τόπος των βέλτιστων 
ποσοτήτων των αγαθών για κάθε αριθµητική τιµή των τιµών των 
αγαθών και του εισοδήµατος 

( ) nippRfx nii ,...,1,...,; 1
* =∀=  

Η συνάρτηση ζήτησης είναι οµογενής βαθµού µηδέν στο εισόδηµα και 
τις τιµές: ( ) ( )nini ppRfkkpkpkRf ,...,;,...,; 1

0
1 =  

• Έµµεση Συνάρτηση Χρησιµότητας: ο γεωµετρικός τόπος των 
βέλτιστων επιπέδων της χρησιµότητας για κάθε αριθµητική τιµή των 
τιµών των αγαθών και του εισοδήµατος 

( )nppRVu ,...,; 1
* = , οµογενής βαθµού µηδέν στο εισόδηµα και τις τιµές.

Εποµένως η οριακή χρησιµότητα είναι η παράγωγος της έµµεσης συνάρτησης 
χρησιµότητας ως προς το εισόδηµα 

( )
R

ppRV n

∂
∂

=
,...,; 1λ  

Έτσι προκύπτει ότι η βέλτιστη χρησιµότητα είναι µη φθίνουσα συνάρτηση του 
εισοδήµατος. 
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5. Το δυϊκό πρόβληµα
• Στο πρωτεύον πρόβληµα (1) ο αποφασίζων επιδιώκει να

µεγιστοποιήσει τον αντικειµενικό του στόχο έχοντας άνω περιορισµό
από κάποιο πόρο

• Στο δυϊκό πρόβληµα (2) ο αποφασίζων επιδιώκει να ελαχιστοποιήσει
τη χρήση του πόρου έτσι ώστε τουλάχιστον να επιτύχει µία δεδοµένη
επίδοση (ένα δεδοµένο επίπεδο) στον αντικειµενικό του στόχο

• Τόσο στο πρωτεύον όσο και στο δυϊκό πρόβληµα, οι άγνωστοι της
βελτιστοποίησης είναι οι ποσότητες των αγαθών και δεδοµένες είναι
οι τιµές των αγαθών

• Κάθε πρόβληµα είναι δυϊκό του άλλου, µε την εξής έννοια: για
δεδοµένες τιµές των αγαθών, λύνοντας το (1) προσδιορίζεται το
βέλτιστο επίπεδο στόχου δεδοµένου του πόρου, οπότε θέτοντας το
επίπεδο στόχου ως το απαιτούµενο κατ’ ελάχιστον στο (2) και
λύνοντάς το ευρίσκουµε ως βέλτιστη χρήση του πόρου το επίπεδο
από το οποίο ξεκίνησε το πρόβληµα (1), ενώ οι βέλτιστες ποσότητες
των αγαθών βρίσκονται ίδιες και από τα δύο προβλήµατα.

• Από το πρόβληµα (1) προκύπτει η (κοινή) συνάρτηση ζήτησης
αγαθών και η συνάρτηση έµµεσης χρησιµότητας, ενώ από το
πρόβληµα (2) προκύπτει η αντισταθµισµένη συνάρτηση ζήτησης
αγαθών και η συνάρτηση δαπάνης
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6. Κατάστρωση της Ελαχιστοποίησης ∆απάνης
Να υπολογισθούν οι άγνωστοι ( ) n

n Xxxx ℜ⊆∈= ,...,1  επιλύνοντας 

Πρόβληµα (2) 
( ) uxxU

xpR

n

n

i
ii

≥

= ∑
=

,...,s.t.

Min 

1

1  

όπου ipi ∀,  είναι οι δεδοµένες τιµές των αγαθών και u  το δεδοµένο επίπεδο 
χρησιµότητας που απαιτείται κατ’ ελάχιστον. 

Έστω ότι η βέλτιστη λύση είναι ( )**
1

* ,..., nxxx = , τότε ∑
=

=
n

i
ii xpR

1

**  είναι η 

ελαχίστη δυνατή δαπάνη. 
Αν στο βέλτιστο ( ) uxxU n >**

1 ,...,  επιτυγχάνεται περισσότερη χρησιµότητα από 
ότι απαιτείτο κατ’ ελάχιστον, παρά την ελαχιστοποίηση της δαπάνης, οπότε 
τυχόν οριακή µείωση του απαιτούµενου επιπέδου χρησιµότητας δεν θα 
µείωνε την ελάχιστη δαπάνη και άρα η µείωση ∆u  δεν θα εξοικονοµούσε 
τίποτα. Αν όµως στο βέλτιστο ( ) uxxU n =**

1 ,...,  τυχόν απαίτηση οριακά 
αυξηµένου επιπέδου χρησιµότητας ∆u  θα οδηγούσε σε πρόσθετη δαπάνη 

*∆R  παρά το γεγονός ότι η δαπάνη ελαχιστοποιείται.  

Ορίζεται εποµένως η Οριακή ∆απάνη ως 
u

R
∆
∆

=
*

µ  για την οποία ισχύει 

0=µ  αν ( ) uxxU n >**
1 ,...,  αλλιώς 0>µ . 
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7. Συναρτήσεις από το (2)
Η επίλυση του προβλήµατος (2) για διάφορες αριθµητικές τιµές των γνωστών 
παραµέτρων ipi ∀,  και u , ορίζει τις εξής συναρτήσεις: 

• Συνάρτηση Αντισταθµισµένης Ζήτησης Αγαθού: ο γεωµετρικός 
τόπος των βέλτιστων ποσοτήτων των αγαθών για κάθε αριθµητική τιµή 
των τιµών των αγαθών και του κατ’ ελάχιστον απαιτουµένου επιπέδου 
χρησιµότητας 

( ) nippuhx nii ,...,1,...,; 1
* =∀=  

Η συνάρτηση αντισταθµισµένης ζήτησης είναι οµογενής βαθµού µηδέν 
στις τιµές: ( ) ( )nini ppuhkkpkpuh ,...,;,...,; 1

0
1 =  

• Συνάρτηση ∆απάνης: ο γεωµετρικός τόπος των ελαχίστων επιπέδων 
της δαπάνης για κάθε αριθµητική τιµή των τιµών των αγαθών και της 
απαιτουµένης χρησιµότητας 

( )nppuDR ,...,; 1
* = , οµογενής βαθµού 1 στις τιµές 

Εποµένως η οριακή δαπάνη είναι η παράγωγος της συνάρτησης δαπάνης ως 
προς το απαιτούµενο επίπεδο της χρησιµότητας 

( )
u

ppuD n

∂
∂

=
,...,; 1µ  

Έτσι προκύπτει ότι η ελαχίστη δαπάνη είναι µη φθίνουσα συνάρτηση του 
απαιτούµενου επιπέδου χρησιµότητας.
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Βελτιστοποίηση – Υπολογισµοί (1)
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Γραφική Απεικόνιση (1)
• Το βέλτιστο Α βρίσκεται
αναγκαστικά επί της
ευθείας εισοδήµατος

• Το βέλτιστο Α βρίσκεται
σε εκείνη την καµπύλη
αδιαφορίας στην οποία η
ευθεία εισοδήµατος είναι
και εφαπτοµένη (η κλίση
της ευθείας εισοδήµατος
είναι ο λόγος των τιµών
που στο βέλτιστο
ταυτίζεται µε το RCS 
δηλαδή την κλίση της
εφαπτοµένης) 

• Υπάρχει πάντοτε
βέλτιστη λύση και σε
αυτή εξαντλείται το
εισόδηµαΑγαθό 1

Αγαθό 2
Καµπύλες
Αδιαφορίας

Αύξηση
ΧρησιµότηταςΑx2

x1 Ευθεία
Εισοδήµατος
Κλίση –p1/p2

U*
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Βελτιστοποίηση – Υπολογισµοί (2)
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Γραφική Απεικόνιση (2)
• Το βέλτιστο Α βρίσκεται
αναγκαστικά επί της
καµπύλης αδιαφορίας

• Το βέλτιστο Α βρίσκεται
σε εκείνη την ευθεία
εισοδήµατος η οποία
συµπίπτει µε την
εφαπτοµένη της
καµπύλης αδιαφορίας
(η κλίση της ευθείας
εισοδήµατος είναι ο
λόγος των τιµών που
στο βέλτιστο ταυτίζεται
µε το RCS δηλαδή την
κλίση της εφαπτοµένης) 

• Υπάρχει πάντοτε
βέλτιστη λύση και σε
αυτή επιτυγχάνεται
ακριβώς το ζητούµενο
επίπεδο χρησιµότητας

Αγαθό 1

Αγαθό 2
Καµπύλες
Αδιαφορίας

Αύξηση
∆απάνηςΑx2

x1
Ευθείες
Εισοδήµατος
Κλίση –p1/p2

U*
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Παράδειγµα Συνάρτησης Ζήτησης

( )

( ) ( )

εισόδηµα  και τοτιµές
στις µηδέν βαθµού οµογένεια  τηντεΕπιβεβαιώσ

24

:αχρησιµότητ οριακή η
 καιαςχρησιµότητ συνάρτηση έµµεση η επίσης

2

2

:ζήτησης ςσυναρτήσειοι  ν προκύπτου(2)  τοαπό
2

..
1

2121
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221121
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duλ
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RVu

p
R x
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xpxpRxxMax
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• Η συνάρτηση ζήτησης
προσδιορίζεται
αλγεβρικά ή αριθµητικά
λύνοντας το σύστηµα
εξισώσεων (2) που
προκύπτει από τη
µεγιστοποίηση της
χρησιµότητας
σύµφωνα µε το
πρόβληµα (1)

• Η συνάρτηση ζήτησης
(κανονική ή Hicksian) 
εκφράζει τη
συµπεριφορά: 
δεδοµένου του
προϋπολογισµού ποιες
ποσότητες αγαθών
πρέπει να επιλεγούν
ώστε να µεγιστοποιηθεί
η χρησιµότητα;
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Αντισταθµιστική Συνάρτησης Ζήτησης

• Η αντισταθµιστική
συνάρτηση ζήτησης
προσδιορίζεται αλγεβρικά
ή αριθµητικά λύνοντας το
σύστηµα εξισώσεων (4) 
που προκύπτει από την
ελαχιστοποίηση της
δαπάνης σύµφωνα µε το
πρόβληµα (2)

• Η αντισταθµιστική
συνάρτηση ζήτησης
(compensated) εκφράζει: 
δεδοµένου του
απαιτούµενου επιπέδου
χρησιµότητας ποιες
ποσότητες αγαθών πρέπει
να επιλεγούν ώστε να
ελαχιστοποιηθεί η δαπάνη;

( )

( ) ( )

τιµές.
στις µηδέν βαθµού οµογένεια  τηντεΕπιβεβαιώσ

2
2
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Γραφικά Συνάρτησης Ζήτησης

0
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Αντισταθµιστική Συνάρτηση Ζήτησης
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Χρησιµότητα ∆απάνη

Στο αριθµητικό παράδειγµα, τόσο η κανονική όσο και η αντισταθµιστική
συνάρτηση ζήτησης έχουν αρνητική κλίση, όµως η κλίση της δεύτερης
είναι µεγαλύτερη (γιατί;). Οι δύο συναρτήσεις τέµνονται στο σηµείο
όπου η ελαχίστη δαπάνη της δεύτερης είναι η δεδοµένη δαπάνη της
πρώτης και η µεγίστη χρησιµότητα της πρώτης είναι δεδοµένο της δεύτερης

Αυξανοµένης της τιµής η µεγίστη
Χρησιµότητα µειώνεται και η
ελαχίστη ∆απάνη αυξάνει
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Ελαστικότητες της Ζήτησης

• Ελαστικότητα του Υ
ως προς το Χ είναι η
ποσοστιαία
µεταβολή του Υ για
1% µεταβολή του Χ

• Οι ελαστικότητες της
ζήτησης ορίζονται µε
βάση τις
συναρτήσεις ζήτησης
και ορίζονται ως
προς τις µεταβολές
του εισοδήµατος, 
του απαιτούµενου
επιπέδου
χρησιµότητας και
των τιµών των
αγαθών

µικήείναι γραµ µεγεθών δύο  τωνσυσχέτιση η 1

σµίκρυνση είναι προς µεγεθών δύο  τωνσυσχέτιση η 1

ήµεγεθυντικείναι  µεγεθών δύο  τωνσυσχέτιση η 1

 τουςµεταξύ αασυσχέτιστείναι  µεγέθη δύο  τα0

η κατεύθυνσαντίθετη  την προςαλλάζουν µεγέθη δύο  τα0

η κατεύθυνσίδια  την προςαλλάζουν µεγέθη δύο  τα0
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Ελαστικότητες της Ζήτησης

σταθερά ,:2  του τιµή την προςως 1 αγαθού  τουΤιµής ταΕλαστικότη ςΣταυροειδή

σταθερά ,:1 αγαθού  τουΤιµής Ιδίας ταΕλαστικότη

σταθερές ,:1 αγαθού  τουαςΧρησιµότητ ταΕλαστικότη

σταθερά ,:2  του τιµή την προςως 1 αγαθού  τουΤιµής ταΕλαστικότη ςΣταυροειδή

σταθερά ,:1 αγαθού  τουΤιµής Ιδίας ταΕλαστικότη

σταθερές ,:1 αγαθού  τουςΕισοδήµατο ταΕλαστικότη
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Σχέσεις µεταξύ των Ελαστικοτήτων
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Ερµηνεία των Ελαστικοτήτων

• Ως προς τις κανονικές συναρτήσεις ζήτησης
Συνήθως η ελαστικότητα εισοδήµατος είναι θετική για
όλα τα αγαθά κανονικά αγαθά
Αν είναι αρνητική το αγαθό λέγεται υποδεέστερο
Αν η ελαστικότητα εισοδήµατος είναι

• Μεγαλύτερη της µονάδας το αγαθό λέγεται πολυτελές
• Μικρότερη της µονάδας το αγαθό λέγεται βασικό

Οι ιδιότητες αυτές έχουν τοπικό χαρακτήρα και
µεταβάλλονται µε το επίπεδο του εισοδήµατος και τις
τιµές
Καµπύλη Engel ο γεωµετρικός τόπος της βέλτιστης
κανονικής ζήτησης όταν µεταβάλλεται το εισόδηµα
αλλά οι τιµές των αγαθών παραµένουν σταθερές
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Γραφικά: ελαστικότητα εισοδήµατος
Αγαθό 2

Αγαθό 1X1,A
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Γραφικά: ελαστικότητα τιµής
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Υποκατάσταση: Σχέσεις του Slutsky
• Όταν αυξάνει η τιµή ενός αγαθού και το εισόδηµα είναι αµετάβλητο, το

επίπεδο της χρησιµότητας µειώνεται γιατί η αύξηση της τιµής δεν οδηγεί σε
µειωµένες ποσότητες κατανάλωσης.

• Η αύξηση της τιµής του αγαθού οδηγεί τελικά σε µεταβολή της κατανάλωσης
του αγαθού, η οποία µπορεί να χωρισθεί σε δύο διαδοχικές µεταβολές:

Για να διατηρηθεί το επίπεδο χρησιµότητας αµετάβλητο, πρέπει η αύξηση της τιµής
του αγαθού να αντισταθµισθεί από κατάλληλη αύξηση του εισοδήµατος. Βεβαίως, 
στο πλαίσιο του αµετάβλητου επιπέδου χρησιµότητας, η αύξηση της τιµής του
αγαθού οδηγεί σε µερική υποκατάστασή του από άλλα αγαθά: αυτή η µεταβολή
στην κατανάλωση του αγαθού ονοµάζεται επίπτωσηεπίπτωση απόαπό υποκατάστασηυποκατάσταση.
Όµως το εισόδηµα δεν αυξήθηκε στην πραγµατικότητα. Ας επαναφέρουµε το
εισόδηµα στο πραγµατικό του επίπεδο και ας υπολογίσουµε την επίπτωση της
µείωσης αυτής του εισοδήµατος στην κατανάλωση του αγαθού διατηρώντας την
τιµή του όπως ήταν πριν την αύξηση. Αυτή η µεταβολή, που ονοµάζεται επίπτωσηεπίπτωση
απόαπό τοτο εισόδηµαεισόδηµα, πρέπει να αφαιρεθεί από την επίπτωση από υποκατάσταση ώστε
να βρούµε την τελική µεταβολή της κατανάλωσης του αγαθού από την αύξηση της
τιµής του

• Ο διαχωρισµός αυτός σε επίπτωση από υποκατάσταση και σε επίπτωση από
το εισόδηµα χρησιµεύει στην ανάλυση της σχέσης υποκατάστασης ή
συµπληρωµατικότητας µεταξύ δύο αγαθών.
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Ταυτόχρονη µεταβολή εισοδήµατος και τιµής
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Εξήγηση διαγράµµατος
ΤαυτόχρονηΤαυτόχρονη µεταβολήµεταβολή εισοδήµατοςεισοδήµατος καικαι τιµήςτιµής
• Α: Αρχικό σηµείο για εισόδηµα R και τιµές p1 και p2

• Μείωση της τιµής του αγαθού 1 κατά ∆p1 οδηγεί σε
περιστροφή της ευθείας εισοδήµατος, οπότε το νέο βέλτιστο
σηµείο είναι το Β. Εύλογα στο σηµείο Β η ζήτηση του αγαθού
1 είναι αυξηµένη σε σχέση µε το Α. Από το σηµείο Β, µείωση
του εισοδήµατος κατά ∆R οδηγεί σε παράλληλη µετατόπιση
της ευθείας εισοδήµατος, οπότε το νέο βέλτιστο είναι το Γ. 
Στο σηµείο αυτό η ζήτηση του αγαθού 1 είναι µειωµένη σε
σχέση µε το σηµείο Β. Συνολικά, η επίπτωση της
ταυτόχρονης µεταβολής του εισοδήµατος και της τιµής
ισοδυναµεί µε µεταβολή της ζήτησης του αγαθού 1 ως εξής: 

x1,Γ-x1,A=(x1,B-x1,A)-(x1,Β-x1,Γ) όπου ο πρώτος όρος είναι η
επίπτωση υποκατάστασης και ο δεύτερος είναι η επίπτωση
από το εισόδηµα
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Παράδειγµα µεταβολής εισοδήµατος και τιµής

• Η ζήτηση αγαθού έχει τη µορφή q=10+R/(10p)
• Για εισόδηµα R=120 και τιµή p=3 η ζήτηση είναι q=14
• Η τιµή µειώνεται σε p=2, οπότε η ζήτηση γίνεται q=16, άρα η

µεταβολή της ζήτησης ∆q είναι +2
• Πόσο εισόδηµα θα χρειαζόµασταν ώστε να αρκεί για το αρχικό
επίπεδο ζήτησης; Μέσω των µεταβολών της συνάρτησης ζήτησης
υπολογίζουµε ότι θα χρειασθούµε ∆R=q∆p=14x(2-3)=-14, οπότε µε
εισόδηµα R=120-14=106 η ζήτηση θα είναι q=10+106/(10x2)=15,3 
άρα η επίπτωση υποκατάστασης είναι ∆qs=15,3-14=1,3

• Αποκαθιστώντας τώρα το εισόδηµα στο πραγµατικό του επίπεδο
(δηλαδή 120) και διατηρώντας τη νέα τιµή (δηλαδή ίση µε 2), 
υπολογίζουµε την επίπτωση από το εισόδηµα ∆qR=∆R/(10p)=(120-
106)/(10x2)=0,7

• Πράγµατι η συνολική µεταβολή της ζήτησης είναι το άθροισµα των
επιµέρους επιπτώσεων: ∆q=∆qs+∆qR=1,3+0,7=2
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ΤαυτόχρονηΤαυτόχρονη µεταβολήµεταβολή εισοδήµατοςεισοδήµατος καικαι τιµήςτιµής κατάκατά SlutskySlutsky
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Εξήγηση διαγράµµατος

ΤαυτόχρονηΤαυτόχρονη µεταβολήµεταβολή εισοδήµατοςεισοδήµατος καικαι τιµήςτιµής κατάκατά SlutskySlutsky
• Α: Αρχικό σηµείο για εισόδηµα R και τιµές p1 και p2

• Αύξηση της τιµής του αγαθού 1 κατά ∆p1 οδηγεί σε περιστροφή της
ευθείας εισοδήµατος ∆Ε σε ∆Ζ, οπότε το νέο βέλτιστο σηµείο είναι το Γ. 
Εύλογα στο σηµείο αυτό η ζήτηση του αγαθού 1 είναι αυξηµένη σε
σχέση µε το Α. Αυξάνουµε το εισόδηµα κατά ∆R όσο χρειάζεται ώστε
παρά την αύξηση της τιµής το επίπεδο της χρησιµότητας να παραµείνει
όσο ήταν και στο σηµείο Α (∆R το εισόδηµα που αντισταθµίζει την
απώλεια χρησιµότητας). Από το σηµείο Γ, η αύξηση του εισοδήµατος
κατά ∆R οδηγεί σε παράλληλη µετατόπιση της ευθείας εισοδήµατος
από τη ∆Ζ στην ΘΗ, τόσο ώστε να εφάπτεται της καµπύλης αδιαφορίας
στο οποίο βρισκόταν το σηµείο Α. Τότε το νέο βέλτιστο είναι το Β. 
Λόγω εισοδήµατος, στο σηµείο αυτό η ζήτηση του αγαθού 1 είναι
αυξηµένη σε σχέση µε το σηµείο Γ. Συνολικά, η επίπτωση της
µεταβολής της τιµής χωρίζεται σε δύο µεταβολές ως εξής: 
x1,Γ-x1,A=(x1,B-x1,A)-(x1,Β-x1,Γ) όπου ο πρώτος όρος είναι η επίπτωση
υποκατάστασης και ο δεύτερος είναι η επίπτωση από το εισόδηµα
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Μελέτη υποκαταστασιµότητας αγαθών
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Η σχέση του Slutsky
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Ελαστικότητες και σχέση Slutsky
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Εφαρµογές της σχέσης Slutsky
• Κυβέρνηση εξετάζει κατά πόσον πρέπει να επιδοτήσει την τιµή

της τροφής ή να παράσχει πρόσθετο εισόδηµα προκειµένου να
αυξηθεί το επίπεδο διατροφής του πληθυσµού

• Ας θεωρηθεί ότι εκτός της τροφής όλα τα άλλα αγαθά
θεωρούνται ως ενιαίο αγαθό µε τιµή κανονικοποιηµένη στη
µονάδα. Αρχικό βέλτιστο είναι το Ε1 στο οποίο η ποσότητα
τροφής είναι Χ1, η ευθεία εισοδήµατος είναι η ΑΒ και το
µέγεθος του εισοδήµατος είναι ίσο µε το µήκος 0Α. Για την
τροφή δαπανά όσο το µήκος ΑΖ.

• Η επιδότηση της τιµής της τροφής σηµαίνει µείωση της τιµής
της δηλαδή στροφή της ευθείας εισοδήµατος από ΑΒ σε ΑΒ’ η
οποία εφάπτεται καµπύλης αδιαφορίας µε αυξηµένο επίπεδο
χρησιµότητας. Νέο βέλτιστο το σηµείο Ε2 στο οποίο η
ποσότητα τροφής είναι Χ2 µεγαλύτερη της Χ1. Για την τροφή
δαπανά όσο το µήκος ΑΛ, αλλά το κράτος δαπανά ΛΚ=ΑΚ-ΑΛ
για την επιδότηση της τιµής της τροφής.

• Για να είναι συγκρίσιµες οι δύο πολιτικές, η επιδότηση του
εισοδήµατος γίνεται όσο χρειάζεται ώστε το επίπεδο
χρησιµότητας να είναι ίδιο µε αυτό που επετεύχθη από την
επιδότηση της τιµής της τροφής. Η κλίση της νέας ευθείας
εισοδήµατος ∆∆’ είναι βέβαια ίδια µε αυτήν της αρχικής ΑΒ. Το
νέο βέλτιστο είναι το Ε3 στο οποίο η κατανάλωση τροφής είναι
Χ3 η οποία είναι µεγαλύτερη της Χ1. Η δαπάνη για τροφή είναι
∆Γ αλλά ο καταναλωτής δαπανά ΑΓ και το κράτος δαπανά
∆Α=∆Γ-ΑΓ.

• Οι δύο πολιτικές αξιολογούνται ως εξής: Πολιτική επιδότησης
τιµής οδηγεί σε όφελος Χ2-Χ1 µε κόστος ΚΛ, Πολιτική
επιδότησης εισοδήµατος οδηγεί σε όφελος Χ3-Χ1 µε κόστος ∆Α. 
Από τη συγκριτική στάθµιση οφέλους και κόστους, π.χ. από τη
σύγκριση των (Χ2-Χ1)/ΛΚ και του (Χ3-Χ1)/∆Α τα οποία
εκφράζουν την απόδοση της πολιτικής ανά µονάδα δαπάνης
του κράτους, προκύπτει η καλύτερη πολιτική. 
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Φθίνουσα Οριακή Χρησιµότητα
• Η συνάρτηση ζήτησης για σταθερό εισόδηµα συνδέει την βέλτιστη ποσότητας ζήτησης αγαθού µε την

τιµή του αγαθού αυτού
• Η συνάρτηση ζήτησης µπορεί επίσης να θεωρηθεί ως συνάρτηση της οριακής χρησιµότητας ως προς

την ποσότητα ζήτησης του αγαθού, δηλαδή ως η µεταβολή της χρησιµότητας όταν αυξάνεται η
ποσότητα της κατανάλωσης αγαθού.

• Λόγω της υπόθεσης ότι η συνάρτηση χρησιµότητας δεν είναι κυρτή και εποµένως η συνάρτηση
ζήτησης είναι φθίνουσα, η οριακή χρησιµότητα µειώνεται µε την αύξηση της κατανάλωσης αγαθού, 
δηλαδή η επιπλέον χρησιµότητα από µία επιπλέον µονάδα κατανάλωσης είναι µικρότερη από την
επιπλέον χρησιµότητα που επετεύχθη µε την κατανάλωση της προηγούµενης µονάδας. 

ΤιµήΤιµή ήή ΟριακήΟριακή ΧρησιµότηταΧρησιµότητα

ΠοσότηταΠοσότητα ΑγαθούΑγαθού

ΟριακόΟριακό ΚόστοςΚόστος
δηλδηλ. . κόστοςκόστος µιαςµιας
επιπλέονεπιπλέον µονάδαςµονάδας αγαθούαγαθού

ΧΧ

• Το οριακό κόστος της κατανάλωσης
είναι το κόστος για τον καταναλωτή
από την αγορά µιας επιπλέον µονάδας
αγαθού

• Αν η αγορά γίνεται σε σταθερή τιµή
(όπως η ευθεία Α) το οριακό κόστος
είναι σταθερό

• Αν η τιµή αγοράς αυξάνει µε την
αύξηση της κατανάλωσης (όπως η
καµπύλη Β) το οριακό κόστος είναι
αύξων

• Η βέλτιστη κατανάλωση του αγαθού
είναι η ποσότητα Χ που προσδιορίζεται
από την τοµή της συνάρτησης ζήτησης
(ή οριακής χρησιµότητας) και του
οριακού κόστους
ΜΕΛΕΤΕΣ ΚΟΣΤΟΥΣ-ΟΦΕΛΟΥΣ

ΑΑ

ΒΒ
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Θέληση για Πληρωµή

• Η συνάρτηση ζήτησης εκφράζει τη θέληση του καταναλωτή να πληρώσει
όλο και λιγότερα για κάθε επιπλέον µονάδα του αγαθού που
καταναλώνει

• Πληρώνει βέβαια σύµφωνα µε την τιµολόγηση που ισχύει

ΑγαθόΑγαθό

ΤιµήΤιµή

11 22 33 44 55 6600

ΠΠ
ΡΡ

ΑΑ

• Θεωρητικά είναι διατεθειµένος να
πληρώσει το εµβαδόν 0ΠΡΑ για να
καταναλώσει 6 µονάδες αγαθού

• Αν η τιµολόγηση είναι σε ενιαία τιµή
(όπως η Τιµή 1), τότε πληρώνει 0ΒΓ∆
και εξοικονοµεί ΒΠΡΓ.

• Αν η τιµολόγηση είναι σε κλιµακωτή
µορφή αλλά τελικά σε ενιαία τιµή
(όπως η τιµή 2), τότε πληρώνει ΕΗΖ0 
και εξοικονοµεί ΠΡΗΕ

• Αν η τιµολόγηση είναι κατά τµήµατα
και εφαρµόζεται κατά τµήµατα, τότε
το εµβαδόν που εξοικονοµεί είναι
µικρότερο της περίπτωσης της ενιαίας
τιµής (τιµή 3). Το ίδιο ισχύει αν η τιµή
έχει πάγιο στοιχείο.

ΒΒ
ΓΓ

∆∆

ΕΕ

ΖΖ

ΤιµήΤιµή 11

ΤιµήΤιµή 22
ΗΗ

ΤιµήΤιµή 33
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Άσκηση: Τιµολόγηση ηλεκτρισµού

• Προκειµένου να µειωθεί η κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας κατά τις
ώρες αιχµής φορτίου, ηλεκτρική εταιρεία εφαρµόζει τιµολόγηση σε
πραγµατικό χρόνο.

• Προσδιορίζεται ένα βασικό επίπεδο κατανάλωσης ηλεκτρισµού για κάθε
καταναλωτή.

• Σε µία ηµέρα αιχµής, ο καταναλωτής πληροφορείται ηλεκτρονικά ότι
αυξάνεται η τιµή της ηλεκτρικής ενέργειας.

• Αν ο καταναλωτής, βάσει µέτρων εξοικονόµησης ηλεκτρισµού, 
καταφέρει κατά την ηµέρα αιχµής να µην αυξήσει την κατανάλωσή του
από το βασικό του επίπεδο, η ηλεκτρική εταιρεία του επιστρέφει
χρήµατα που αναλογούν στη µείωση της κατανάλωσης τιµολογηµένα
στο επίπεδο της αυξηµένης τιµής.

• Μελετήστε την τιµολογιακή αυτή πολιτική, σχετικά µε τις επιπτώσεις της
στην κατανάλωση ηλεκτρισµού και στο επίπεδο χρησιµότητας των
καταναλωτών, καθώς και σχετικά µε το κόστος για την ηλεκτρική
εταιρεία.
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Άσκηση: Φορολογία στη Βενζίνη

• Προκειµένου να µειωθεί η κατανάλωση βενζίνης, το κράτος
αποφασίζει να φορολογήσει τη βενζίνη µε βάση προσθετικό φόρο
(ειδικό φόρο κατανάλωσης).

• Προκειµένου να µην επιβαρύνει τον καταναλωτή, το κράτος
αποφασίζει επίσης να επιστρέψει το σύνολο των εσόδων από την
επιπλέον φορολογία µε τη µορφή επιδότησης του εισοδήµατος.

• Μελετήστε την επίπτωση των µέτρων αυτών στην κατανάλωση
βενζίνης και στο επίπεδο χρησιµότητας των καταναλωτών.

• Αναλύστε την ευαισθησία των συµπερασµάτων σας για διάφορες
περιπτώσεις ελαστικότητας τιµής και ελαστικότητας εισοδήµατος της
βενζίνης.
Θεωρήστε εναλλακτικά ότι η φορολογία της βενζίνης γίνεται για
εισπρακτικούς λόγους. Κατασκευάσατε συνάρτηση που συνδέει το
ύψος των φορολογικών εσόδων µε το επίπεδο φορολογίας της
βενζίνης και αναλύστε γραφικά τη µορφή της (καµπύλη Laffer). Ποιο
είναι το βέλτιστο επίπεδο φορολογικού συντελεστή για τις
φορολογικές αρχές; Υποθέστε διαφορετικές ελαστικότητες τιµής της
βενζίνης καθώς και την περίπτωση πλήρους υποκατάστατου της
βενζίνης για τιµή βενζίνης που υπερβαίνει κάποιο όριο.
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Άσκηση: Προστασία του περιβάλλοντος

• Έστω καταναλωτής ο οποίος εξετάζει τη σκοπιµότητα
υιοθέτησης σειράς υποψηφίων µέτρων εξοικονόµησης της
ενέργειας που καταναλώνει.

• Κάθε µέτρο είναι ανεξάρτητο του άλλου και
αντιπροσωπεύει διαφορετική δαπάνη ανά µονάδα
εξοικονοµούµενης ενέργειας.

• Η χρησιµότητα του καταναλωτή από την εξοικονόµηση
ενέργειας εκφράζεται ως προς την βελτίωση του
περιβάλλοντος η οποία προκύπτει από τη συνολική
εξοικονόµηση ενέργειας.

• Η οριακή χρησιµότητα φθίνει αυξανοµένης της
εξοικονόµησης ενέργειας.

• Καταστρώστε το πρόβληµα απόφασης του καταναλωτή
και αναλύστε µε γραφικό τρόπο πώς ο καταναλωτής θα
προσδιορίσει ποια µέτρα εξοικονόµησης ενέργειας πρέπει
να υιοθετήσει
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Άσκηση: Προσφορά εργασίας

• Καταναλωτής διαθέτει εισόδηµα Μ που δεν προέρχεται
από την εργασία του και γνωρίζει ότι η µέση τιµή αγοράς
των καταναλωτικών αγαθών είναι p καθώς και η µέση
µοναδιαία αµοιβή της εργασίας είναι w.

• ∆εδοµένου ότι διαθέτει περιορισµένο χρόνο ηµερησίως
24 ωρών, αναρωτιέται πώς πρέπει να κατανείµει το
χρόνο του µεταξύ χρόνου εργασίας και υπόλοιπου
χρόνου (λέγεται χρόνος διασκέδασης).

• Καταστρώστε το πρόβληµα απόφασης, µελετήστε τον
προσδιορισµό του βαθµού οριακής υποκατάστασης
µεταξύ χρόνου εργασίας και χρόνου διασκέδασης, 
διατυπώστε την ανάλογη εξίσωση του Slutsky και
κατασκευάσατε συνάρτηση προσφοράς εργασίας
ανάλογα µε το επίπεδο της µοναδιαίας αµοιβής της. 
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Άσκηση: Συνάρτηση ζήτησης

• Θεωρήστε µία γραµµική συνάρτηση ζήτησης ενός αγαθού
ως προς την τιµή του αγαθού και µελετήστε γραφικά και
αλγεβρικά τα εξής:

Ελαστικότητα τιµής για διάφορα επίπεδα τιµής
Συνάρτηση δαπάνης για διάφορα επίπεδα τιµής
Κλίση της συνάρτησης δαπάνης σε σχέση µε την κλίση της
συνάρτησης ζήτησης
Ορίσατε την οριακή δαπάνη και συνδέστε τη µε την ελαστικότητα
τιµής

• Θεωρήστε µία συνάρτηση ζήτησης ενός αγαθού η οποία
έχει την κατάλληλη αλγεβρική µορφή ώστε η
ελαστικότητα τιµής να είναι σταθερή για όλα τα επίπεδα
της τιµής του αγαθού.

Μελετήστε τη συνάρτηση δαπάνης σε σχέση µε τη συνάρτηση
ζήτησης, καθώς και την οριακή δαπάνη και τη σχέση της µε την
ελαστικότητα τιµής.
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Άσκηση: Πρόβλεψη ζήτησης ενέργειας

• Θεωρήστε ότι η πιο κατάλληλη συνάρτηση ζήτησης ενέργειας ως
προς το ΑΕΠ µιας χώρας είναι αυτή που έχει σταθερή ελαστικότητα
ως προς το ΑΕΠ για οποιοδήποτε επίπεδο του ΑΕΠ. ∆ιαθέτουµε
στατιστικά δεδοµένα για ένα έτος σχετικά µε την ετήσια
κατανάλωσης ενέργειας και το ΑΕΠ µιας οµάδας από 50 χώρες. Με
ποια διαδικασία και στατιστική µέθοδο θα λάβουν αριθµητικές τιµές οι
παράµετροι της συνάρτηση ζήτησης και πώς θα εφαρµοσθεί για µία
άλλη χώρα για την οποία γνωρίσουµε το ΑΕΠ προκειµένου να
προβλεφθεί η κατανάλωση ενέργειας.

• Το ίδιο ερώτηµα για συνάρτηση ζήτησης ως προς την τιµή της
ενέργειας µε την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση ζήτησης έχει
ελαστικότητα τιµής σταθερή για όλα τα επίπεδα τιµών της ενέργειας.

• Το ίδιο ερώτηµα για συνάρτηση ζήτησης που συνδυάζει το ΑΕΠ και
την τιµή της ενέργειας. Θεωρήστε µε βάση τη συνάρτηση αυτή ότι
για µία χώρα εισαγωγής ενέργειας διπλασιάζεται η τιµή της ενέργειας
και ότι η επιπλέον δαπάνη για ενέργεια αφαιρείται από το επίπεδο του
ΑΕΠ γιατί καταβάλλεται σε παραγωγούς ενέργειας οι οποίοι είναι
εκτός της χώρας. Ποιες οι επιπτώσεις στην κατανάλωση ενέργειας και
στο ΑΕΠ; Αναλύστε την ευαισθησία της απάντησης για διάφορες τιµές
των ελαστικοτήτων. Συγκρίνατε τις επιπτώσεις µε χώρα η οποία είναι
παραγωγός ενέργειας.
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Εισόδηµα και Ελεύθερος Χρόνος
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∆είκτες κόστους ζωής και τιµάριθµος
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Θεωρία Παραγωγού

1. Αποτελεσµατική τεχνολογία παραγωγής
2. Παραγωγικότητα
3. Ελαχιστοποίηση Κόστους Παραγωγής
4. Μεγιστοποίηση Παραγωγής
5. Το δυϊκό σχήµα
6. Συνάρτηση Ζήτησης Συντελεστών Παραγωγής
7. Συνάρτηση Κόστους – Μέσο και Οριακό κόστος
8. Μακροχρόνια Συνάρτηση Κόστους
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Η Παραγωγή ως Μεταποίηση

• Η παραγωγή νοείται ως διαδικασία
µετασχηµατισµού - µεταποίησηςµεταποίησης αγαθών και
υπηρεσιών που αγοράζει η επιχείρηση σε ένα ή
περισσότερα νέα αγαθά και υπηρεσίες που
πουλάει η επιχείρηση

•• ΤεχνολογίαΤεχνολογία λέγεται ένας συνδυασµός
ποσοτήτων Εισροών και Εκροών ο οποίος είναι
τεχνικά εφικτόςεφικτός

• Ο Παραγωγός είναι ο αποφασίζωναποφασίζων για την
παραγωγή

• ∆ιενεργεί την παραγωγή επειδή προσδοκά ότι η
Αξία των Εκροών είναι λόγω της Μεταποίησης
µεγαλύτερη της Αξίας των Εισροών
ΠεριθώριοΠεριθώριο ΚέρδουςΚέρδους: ∆ιαφορά∆ιαφορά µεταξύµεταξύ
ΑξίαςΑξίας ΕκροώνΕκροών καικαι ΑξίαςΑξίας ΕισροώνΕισροών

ΕισροέςΕισροές ήή
ΣυντελεστέςΣυντελεστές
ΠαραγωγήςΠαραγωγής

ΕκροέςΕκροές ήή
ΠαραγωγήΠαραγωγή

ΠαραγωγήΠαραγωγή
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Η Παραγωγή ως Μεταποίηση
• Οι ποσότητες Εισροών και Εκροών δεν γίνονται

απόθεµα, οι Εισροές καταναλώνονται µε τη
µεταποίηση και οι Εκροές πωλούνται

• Το ΚεφάλαιοΚεφάλαιο (π.χ. ο εξοπλισµός) νοείται ως Εισροή
µε την έννοια του µέρους το οποίο φθείρεται, 
αναλώνεται, κατά τη µεταποίηση (Η επένδυση δεν
είναι εισροή)

•• ∆απάνη∆απάνη παραγωγής ή ΚόστοςΚόστος (λογιστικό) είναι η
αξία αγοράς όλων των Εισροών

•• ΕίσπραξηΕίσπραξη (ΕισόδηµαΕισόδηµα ή τζίρος) από την παραγωγή
είναι η αξία της πώλησης των Εκροών

• Περιθώριο ΚέρδουςΚέρδους = Είσπραξη-∆απάνη
• Η ΕργασίαΕργασία και το ΚεφάλαιοΚεφάλαιο είναι δύο συντελεστές

παραγωγής (εισροές)
•• ΠροστιθέµενηΠροστιθέµενη ΑξίαΑξία της Μεταποίησης είναι η

διαφορά µεταξύ της Είσπραξης και της ∆απάνης
χωρίς να λαµβάνονται υπόψη οι δαπάνες για την
εργασία και το κεφάλαιο

• Άρα η Προστιθέµενη Αξία αντιστοιχεί στην αµοιβή
της εργασίας και του κεφαλαίου, δηλαδή αποτελεί
εισόδηµα των εργαζοµένων και των κεφαλαιούχων
το οποίο δαπανούν για αγορά αγαθών και
υπηρεσιών ως καταναλωτές (ΑκαθάριστοΑκαθάριστο ΕγχώριοΕγχώριο
ΠροϊόνΠροϊόν)

{ }Nixi ,...,1,
Εισροές

=

{ }Mjq j ,...,1,
Εκροές

=

{ } { }jqfix j

MN

i ∀⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ℜ×ℜ∈∀ ,,

ισµόςΜετασχηµατ
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Η Απεικόνιση της Παραγωγής

Αξιώµατα για την f
Μη Φθίνουσα (αυξανοµένου του x 
το q δεν µειώνεται)

Ο χώρος των εφικτών
τεχνολογιών

• Είναι Κυρτός
• ∆εν είναι άνω φραγµένος ως
προς τις εισροές

• Είναι άνω φραγµένος ως προς
τις εκροές για δεδοµένες
εισροές

• Είναι κάτω φραγµένος στις
εισροές

Το σύνορο του χώρου (δηλαδή
η µεγίστη εκροή για δεδοµένη
εισροή) στρέφει τα κοίλα προς
τα κάτω µετά από κάποια
ποσότητα εισροών
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qqxx
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 η)(µεταποίησ ισµόµετασχηµατ στον
 ανήκει) (δηλαδή εφικτήείναι  οποία η

,....,;,...,
  Τεχνολογία
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Εκροές q

Εισροές x

Χώρος εφικτής
παραγωγής
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Η Απεικόνιση της Παραγωγής
Ερµηνεία των Σηµείων
Αν ΒΒ εφικτό τότε εφικτές και οι ΓΓ
και ∆∆
ΑΑ η τεχνολογία µε την ελαχίστη
εισροή για δεδοµένο µέγεθος
εκροής
Αν ΑΑ11 εφικτή τότε και ΑΑ22 εφικτή
εφόσον η εκροή δεν γίνεται
αρνητική
ΑΑ η τεχνολογία µε τη µεγίστη
εκροή για δεδοµένο µέγεθος
εισροής
ΩΩ µη εφικτή τεχνολογία
ΧΧ η τεχνολογία µε την ελάχιστη
απαραίτητη εισροή ώστε να
υπάρχει κάποια ελάχιστη εκροή

• Ο γεωµετρικός τόπος των
τεχνολογιών ΑΑ λέγεται Σύνορο
Αποτελεσµατικών Τεχνολογιών
ΣυνάρτησηΣυνάρτηση ΠαραγωγήςΠαραγωγής

( )
( ) xyfqy

fqx MN

≥∈
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   µε   ; Τότε
; Αν

  Εκροή ηαυξάνει  να απαραίτητα χωρίς
Εισροών  ποσότηταµεγαλύτερη

εί χρησιµοποι  πουΤεχνολογία κάθε
είναι εφικτή  τότεεφικτήείναι  Τεχνολογία Αν
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Σύνορο Αποτελεσµατικών Τεχνολογιών

Εκροή q

Εισροή x1
για δεδοµένα
x2,…,xN

ΧΑ=(x2,…,xN)
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Παραγωγικότητα Συντελεστών Παραγωγής
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Παραγωγικότητα και Αποδόσεις Κλίµακας
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Ισόποσες Καµπύλες
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Ελαστικότητα Υποκατάστασης
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Ελαστικότητα Υποκατάστασης
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Οικονοµική Βελτιστοποίηση Παραγωγής

• Γενικά οι άγνωστοι της απόφασης του παραγωγού είναι η ποσότητα
παραγωγής qq, η τιµή πώλησης pp και οι ποσότητες των συντελεστών
παραγωγής xx τις οποίες θα αγοράσει στις δεδοµένες τους τιµές rr.

• Η παραγωγή συνδέεται µε τις ποσότητες των συντελεστών παραγωγής
µέσω της αποτελεσµατικής τεχνολογίας, δηλαδή της συνάρτησης
παραγωγής.

• Γενικά, η ποσότητα παραγωγής και η τιµή πώλησης συνδέονται µεταξύ
τους στο πλαίσιο της αγοράς: ορίζοντας µια τιµή πώλησης (price maker)
η αγορά προσδιορίζει ποια ποσότητα µπορεί να απορροφήσει, και
αντίθετα, ορίζοντας την ποσότητα παραγωγής η αγορά προσδιορίζει σε
ποια τιµή είναι διατεθειµένη να απορροφήσει την πωλούµενη ποσότητα. 
Άρα η τιµή και η ποσότητα πώλησης δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους.

• Στο πλαίσιο του ελεύθερου και τέλειου ανταγωνισµού, ο παραγωγός
είναι πολύ µικρός έναντι της αγοράς και δεν µπορεί να ορίσει την τιµή
πώλησης, παρά να τη λάβει ως δεδοµένη έτσι όπως προκύπτει από την
αγορά (price taker). Επίσης όντας πολύ µικρός, ο παραγωγός το
πρόβληµα απόφασης που του αποµένει είναι να παράγει στο βέλτιστοβέλτιστο
κόστοςκόστος τητη δεδοµένηδεδοµένη ποσότηταποσότητα παραγωγήςπαραγωγής τηντην οποίαοποία ηη αγοράαγορά είναιείναι
διατεθειµένηδιατεθειµένη νανα απορροφήσειαπορροφήσει απόαπό αυτόναυτόν στηστη δεδοµένηδεδοµένη τιµήτιµή τηςτης αγοράςαγοράς.
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Οικονοµική Βελτιστοποίηση Παραγωγής

Συντελεστής 2 Συντελεστής 2
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Συντελεστής 1

Ισόποση για q
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Επέκταση Παραγωγής
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Βελτιστοποίηση Κέρδους

( )

( )

( )

( ) συντελεστή ζήτησης συνάρτηση η,;

 προσφοράςσυνάρτηση η ,;),(Hotelling  τουΛήµµα

,,  τιµέςστις 1 βαθµού οµογενής   ,,Κέρδους Συνάρτηση

και  ενώ

 ,,  τιµέςστις 0 βαθµού οµογενής ,;  νΣυντελεστώ  ΖήτησηςΣυνάρτηση

Κόστος Οριακό    το
0

0

Κέρδους ησηΜεγιστοποί
),(Κόστος-Έσοδα   Κέρδος

211
1

2121

2121

2
2

1
1

21211

2

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2
22

1
11

221121

rrphx
r
Π

rrpSxxf
p
Π

rrprrp
p
r

MP
p
r

MP

rrprrphx
MP
r

MP
r

p

RTS
MP
MP

x
f

x
f

r
r

r
x
fp

x

r
x
fp

x
Max

bxrxrxxpfCqp

−=−=
∂
∂

==
∂
∂

Π=

==

=

===

==

∂
∂

∂
∂

=
⇒

=−
∂
∂

=
∂
∂

=−
∂
∂

=
∂
∂

⇒

−−−=−⋅==

π

µ
π

π

π

π



76

Συνάρτηση Κόστους

• Συνάρτηση βέλτιστου κόστους µε δεδοµένα την
ποσότητα παραγωγής q και τις τιµές των
συντελεστών παραγωγής r

C=Φ(q)+b
Φ(q) το µεταβλητό κόστος και b το σταθερό κόστος

• Η συνάρτηση κόστους είναι
Μη φθίνουσα ως προς την ποσότητα παραγωγής
Πέραν κάποιου επιπέδου παραγωγής (κλίµακα
παραγωγής) στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω
Από την αρχή έως το σηµείο καµπής έχουµε αύξουσες
οικονοµίας κλίµακας, µετά το σηµείο καµπής έχουµε
φθίνουσες οικονοµίες κλίµακας
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Συνάρτηση Κόστους
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Μεγιστοποίηση Κέρδους και Παραγωγή
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Μεγιστοποίηση Κέρδους και Παραγωγή
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Συνάρτηση Προσφοράς
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Συνάρτηση Προσφοράς και Κέρδος

p MC

AC

Κόστος

Κέρδος

π

p

Συνάρτηση
Κέρδους

• Τόσο η συνάρτηση προσφοράς όσο και η συνάρτηση
κέρδους είναι αύξουσες ως προς την τιµή πώλησης του
προϊόντος

• Αυτό οφείλεται στην ισότητα τιµής πώλησης και οριακού
κόστους (όταν η τιµή είναι δεδοµένη), µια που το οριακό
κόστος είναι αύξων για ποσότητα παραγωγής πέραν του
σηµείου στο οποίο ελαχιστοποιείται το µέσο κόστος

q
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Ζήτηση για Συντελεστές Παραγωγής
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Ελαστικότητες Συντελεστών Παραγωγής
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ΕλαστικότηταΕλαστικότητα συντελεστήσυντελεστή ωςως προςπρος τηντην ΠαραγωγήΠαραγωγή
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Σχέση Slutsky για συντελεστές παραγωγής

: κόστουςοριακού
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Σχέση Slutsky για συντελεστές παραγωγής
• Αρχικό σηµείο το Α, όπου λόγω της
κλίσης r1/r2 οι βέλτιστες ποσότητες
συντελεστών είναι x1A και x2Α.

• Μειώνεται η τιµή αγοράς του
συντελεστή 2 σε r’2 οπότε αν µπορούσε
να διατηρηθεί το επίπεδο παραγωγής
αµετάβλητο σε ποσότητα y, το νέο
βέλτιστο θα ήταν το σηµείο Β στο
οποίο οι ποσότητες είναι x1Β και x2B µε
x1Β<x1Α και x2Β>x2Β

• Όµως η µείωση της τιµής του 2 
επιφέρει µείωση του οριακού κόστους, 
άρα επειδή το επίπεδο παραγωγής
ορίζεται από την ισότητα της τιµής
πώλησης µε το οριακό κόστος, το νέο
επίπεδο παραγωγής είναι µεγαλύτερο, 
έστω y’

• Νέο βέλτιστο το σηµείο Γ στο οποίο
σίγουρα x2Γ>x2Α αλλά είναι
απροσδιόριστο αν x1Γ>x1Α ή το αντίθετο

x1

x2

A

-r1/r2-r1/r’2

B

Γ

y

y’
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Γραµµές ίσου κέρδους
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Γραµµές ίσου κέρδους

q

x1

q=f(x1)

Κλίση r1/p

q*

x*

Γραµµές
ίσου
κέρδους

Μείωση τιµής συντελεστή
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Αύξηση τιµής πώλησης
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Συναρτήσεις Μακροχρόνιου Κόστους
• Στη συνάρτησησυνάρτηση βραχυχρόνιουβραχυχρόνιου κόστουςκόστους ο Παραγωγός δεν µπορεί
να µεταβάλλει το σταθερό-πάγιο µέρος του κόστους, και το οποίο
δεν εξαρτάται από το επίπεδο παραγωγής. Π.χ. αν το σταθερό
κόστος είναι το κόστος αρχικής επένδυσης, το βραχυχρόνιο
κόστος υπονοεί ότι δεν υπάρχει χρόνος για αναπροσαρµογή της
επένδυσης ώστε να µπορεί να εξυπηρετεί τυχόν επιθυµητή
µεγέθυνση του επιπέδου παραγωγής

• Στη συνάρτησησυνάρτηση µακροχρόνιουµακροχρόνιου κόστουςκόστους ο Παραγωγός έχει χρόνο
να µεταβάλει το σταθερό-πάγιο µέρος του κόστους ώστε να το
προσαρµόσει ανάλογα µε το επιθυµητό επίπεδο παραγωγής. Π.χ.
αν το σταθερό κόστος είναι η επένδυση, το µακροχρόνιο κόστος
υπονοεί ότι ο Παραγωγός έχει χρόνο να επενδύσει περισσότερο
ώστε να εξυπηρετήσει τυχόν µεγέθυνση του επιπέδου
παραγωγής. 
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Μακροχρόνια Συνάρτηση Κόστους
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Γραφικά του µακροχρόνιου κόστους
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Γραφικά του µακροχρόνιου κόστους
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Γραφικά του µακροχρόνιου κόστους
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Περίπτωση ∆ιακριτής Τεχνολογίας
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ΠερίπτωσηΠερίπτωση ΣταθερώνΣταθερών ΟικονοµιώνΟικονοµιών ΚλίµακαςΚλίµακας
ΜακροχρόνιαΜακροχρόνια
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